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MATHEMATICS
EQUIVALENCE DE FREDHOLM ENTRE LES BOULES D'UN
ESPACE DE HILBERT
PAR
A. DOUADY
(Communicated by Prof. N. H. KUIPER at the meeting of June 27, 1970)
1. ENONCE DES RESULTATS
Si E est un espace de Banach, notons BE(r) la boule ouverte de rayon
r de E si r>O, l'espace E si r=oo.
Nous demontrons Ie resultat suivant, qui repond a une question posee
par Nicole MOULIS au cours de son expose de [1].
'I'h e orem e , Si E=co ou E=12, quele que soient r et r' E JO, ooJ, il
existe un diffeomorphisme rp de BE(r) sur BE(r') tel que tout x E BE(r)
admette un voisinage U dont l'image par rp-Id soit contenue dans un sous-
espace vectoriel de dimension finie.
2. DEMONSTRATION DANS LE CAS E = Co
Soit I un diffeomorphisme de J-r, r[ sur J-r', r'[ qui coincide avec
I'identite sur un voisinage J- e, s] de 0. Definissons rp: BE(r) -+ BE(r') par
rp(x)=y avec Yn=/(xn) pour tout n.
ePour x E BE(r), notons Ux la boule de centre x et de rayon "2 dans BE(r)
et soit N tel que xn< ~ pour tout n>N. Pour x' E Ux , on a xn' «;e pour
tout n>N, d'ou Yn' =xn' pour n>N en posant Y' =rp(x'). L'image de Ux
par rp-Id est done contenue dans RN, et les ooordonnees de Y' -x' depen-
dent de facon 0 00 d'un nombre fini de ooordonnees de x' pour x' E U»,
done rp est 0 00 • L'application rp-l, obtenue par Ie meme procede a partir
de 1-1, est aussi 000 •
3. CONSTRUCTION DE v: BH(V;:) -+ BH(V?), ou H = 12
Definissons v: 12 -+ Co par v(u) =x, OU xn= ! ut2. L'application vest
polynomiale, done 000, et on a IIv(u)/1 = Ilu112• .;;. ..
Conservons les notations du nO 2 et posons H = 12• Pour tout u E BH(V;:),
il existe un vEBH(V?) et un seul tel que v(v)=rp(v(u)) et sg(vn)=sg(un)
pour tout n, ou sg(J.) designs Ie signe de J.. Cet element vest donne par
(*)
9Notons tp l'applieation U i-+ v de BH(V;:) dans BH(V;:;).
Soient U E BH(V;:) et x=v(u). Posons Vu = v-1(Ux ). Pour u' E Vu , on
a xn ' <;8 pour n>N, d'ou.
vn' =sg(un')· Vf(xn') - f(X~+l) = sg(un')· Vxn' -X~+l = sg(Un')·VUn'2 = Un',
ou X' =v(u') et V' =tp(U'). L'image de V par tp-Id est done eontenue
dans RN.
4. L'APPLICATION tp EST UN DIFFEOMORPHISME
Lemme. Soient W un ouvert de R2 et g: W _ Rune fonction Goo telle
02gque g(s, t) > 0 pour t # 0, g(s, 0) = 0 et 0 t2 (s, 0) > O. Alors la fonction h
de;finie par h(s, t)~ sg(t). Vg(s-:t) est Goo.
On peut mettre g sous la forme g(s, t) = t2 gl(S, t), ou gl: W -+ R est Goo
et strietement positive en tout point. On a alors h(s, t) = tVgl(S, t), d'ou
Ie lemme.
L'applieation g definie par g(s, t)=f(s+t2)-f(s) satisfait aux hypotheses
du lemme. La formule (*) s'eorit vn=h(xn+l, un), done Vn depend de fallon
Goo de u. L'applieation de V dans RN induite par tp-Id est done Goo.
par suite tp est Goo.
L'applieation tp-l est obtenue a partir de f- 1 par Ie meme procede.
Elle est done aussi Goo. D'ou le Theoreme en ehangeant r en r2•
Faculte de Sciences Uti-Nice
BIBLIOGRAPHIE
1. MOULIS, N., Varietes de dimension infinie, Seminaire N. BOURBAKI, Mai-Juin
1970, Expose no 378.
